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RESUMO

Fendbmenos fisicos ou problemas de engenharia podem, muitas vezes, ser modelados
matematicamente por equagfes diferenciais (ED’s). Neste trabalho, um circuito RLC sub-amortecido
€ modelado por uma equacéo diferencial ordinaria (EDO). O circuito é composto por um resistor de
resisténcia R, um capacitor de capacitancia C e um indutor de indutancia L e é alimentado por uma
fonte externa de tensdo. Algumas aplicacdes préticas deste tipo de sistema sdo brevemente
discutidas. As respostas do circuito em termos de corrente e queda de tensdo em seus componentes
sdo obtidas em fung¢do do tempo, sendo que essas respostas sdo obtidas tanto de forma analitica
discretizada, pela solucdo ponto a ponto computacional da propria equagéo analitica e obtida através
do método dos coeficientes a determinar, quanto aproximada, obtida por uma integracdo numérica da
equacdo diferencial utilizando um método de Runge-Kutta de 4% ordem de passo de integracao fixo.
Tanto o problema analitico quanto o integrador foram implementados utilizando o GNU Octave. As
solugbes sdo comparadas entre si e essas respostas sdo comparadas ainda as obtidas através de
um experimento virtual, onde a resposta “experimental” é visualizada em osciloscopios. Além disso,
para a solu¢céo numérica, obtém-se e discute-se brevemente o comportamento dindmico do circuito
em situacdes de ressonéancia.

PALAVRAS-CHAVE: circuito RLC; solugdo numérica de EDO’s; modelagem matematica;
experimento virtual; circuito ressonador.

1 INTRODUCAO

Muitos fenémenos, leis fisicas e problemas de engenharia podem ser
expressos matematicamente em termos de ED’s (equagdes diferencias), de modo
que o estudo e aplicacdo destas equacdes tornam-se de fundamental importancia
em engenharia. Esses modelos matematicos podem ser utilizados em problemas de

areas diversas. Por exemplo, Bezerra et al. (2016) utilizam um modelo obtido em
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termos de EDO’s (equagdes diferenciais ordinarias), chamado modelo Malthus, para
modelar o crescimento populacional de um municipio, enquanto Almeida e
Basquerotto (2015) utilizam EDQ’s para aplicar o modelo SEIR (Suscetivel, exposto,
infectado e recuperado) para o estudo da predicdo da transmissdo da dengue no
municipio de Trés Lagoas, MS. Outro exemplo de sistema fisico comum em
engenharia e descrito por equacdes diferenciais é o circuito RLC em série,

representado na Figura 1 e que sera tratado neste artigo.

Figura 1. llustracdo tipica de um
circuito RLC em série.
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Fonte: Extraido de SADIKU;
ALEXANDER, 2013.

Segundo Dorneles et al. (2008), uma compreensdo adequada do
comportamento dinamico dos circuitos RLC pode ser utilizada como ponto de partida
para estudos mais aprofundados, seja sobre o funcionamento de aparatos que
utilizam este tipo de circuito para seu funcionamento; seja sobre estudo de
fenbmenos como a ressonancia.

O modelo matematico, ou seja, a equacao que descreve o circuito RLC é
uma equacao diferencial ordinaria (EDO) de 22 ordem, que nado é de facil solucéo
(KREYSZIG, 2009), sendo conveniente a discussdo de aproximacdo desta solucéo
utiizando métodos numéricos apropriados. Esses métodos podem ser
implementados utilizando diversas linguagens de programacdo e ambientes
diversos. Porciuncula e Bedendo (2011), por exemplo, discutem a solucdo de um
problema deste tipo em ambiente Simulink®/ MATLAB®. No presente artigo, as
equacgles sdo resolvidas numericamente em ambiente GNU Octave, software livre
gratuito de linguagem de programacé&o cientifica semelhante ao MATLAB® (EATON
et al. 2016).

Neste trabalho, os componentes de um circuito RLC sao descritos
individualmente na Secéo 3, onde também séo discutidas algumas aplicacdes deste

tipo de sistema. O circuito € modelado levando em conta a corrente como variavel
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dependente e a EDO que descreve o circuito é apresentada nesta mesma secao

sendo que sua solucdo analitica é apresentada de forma gréfica. Além disso, a
solucdo analitica é comparada a solucdo aproximada através de integracéo
numerica, realizada utilizando-se um método de Runge-Kutta de 42 ordem e de
passo fixo.

Salienta-se que tanto a equacao diferencial que descrevem o sistema quanto
0 método em questdo jA sdo conhecidos e consolidados na literatura. Um
“experimento virtual” é realizado para efeitos de comparacéao e visualizagdo de suas
respostas, utilizando uma plataforma online totalmente gratuita (FALSTAD, 2015).
Na Secdo 4.4 sdo brevemente discutidas algumas das dificuldades préaticas em
desenvolver um experimento em laboratério envolvendo estas analises. As
respostas do sistema serdo estudadas em trés variantes, em uma frequéncia
diferente da chamada frequéncia de ressonancia e duas situacdes em ressonancia.

Fendmenos como ressonancia serao brevemente discutidos na Secéo 4.3.

2 OBJETIVOS

Os objetivos deste artigo consistem em comparar os resultados entre a
solucdo analitica de um circuito RLC em série com a obtida através da integracao
numerica, realizar um experimento virtual e discutir alguns fenémenos de interesse

pratico, como a ressonancia.

3 MATERIAL E METODOS

O circuito RLC discutido aqui € composto por uma fonte de tenséo alternada,
um resistor de resisténcia R, um indutor de indutancia | e um capacitor de
capacitancia C. O indutor é um dispositivo elétrico que armazena energia na forma
de campo magnético, ele é constituido por um fio enrolado em forma de espiral, que
concentrar 0 campo magnético quando percorrido por uma corrente elétrica. Com a
variacdo desta corrente cria-se uma tensao induzida. O capacitor, por sua vez, € um
dispositivo capaz de armazenar energia em forma de campo elétrico, ele é formado
por duas superficies condutoras separadas por uma isolante impedindo o contato
elétrico entre as superficies condutoras, a distancia, porém ndo impede a circulacao

de corrente elétrica. Ja o resistor, € um dispositivo elétrico que transforma energia
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elétrica em térmica limitando a corrente que passa através dele (SADIKU, 2013). A

Figura 2 apresenta uma montagem tipica de um circuito RLC em série.

Figura 2. Montagem tipica de um circuito RLC em série.

Indutor

Fonte: Elaborado pelos autores.

O circuito RLC em série € descrito por uma equacao diferencial ordinaria,
linear, ndo-homogénea (no caso mais geral, com entrada n&do-nula) e de 22 ordem.
Essa equacdo serd apresentada na Secdo 3.2 do presente artigo. Kreyszig (2009)
destaca que equacfes de segunda ordem e de ordem superior sdo geralmente
dificeis de resolver, mas possuem vastas aplicacbes em engenharia.

Geralmente sistemas reais podem ser modelados e implementados por uma
ou mais equacOes diferenciais. Aguirre (2015) cita que o campo de estudo
conhecido como Modelagem Matematica € a area do conhecimento dedicada a
desenvolver e implementar modelos matematicos que sejam representativos. Essa
modelagem pode ser feita de trés formas: as chamadas modelagem caixa branca,
na qual se conhece as equacdes que descrevem o sistema; caixa preta, na qual se
tem pouco ou nenhum conhecimento acerca do sistema (neste caso, técnicas mais
avancadas de identificacdo de sistemas devem ser utilizadas) e modelagem caixa
cinza, que é, naturalmente, a sobreposi¢ao das duas situacdes acima descritas.

No caso do circuito RLC, utilizaremos um modelo caixa-branca, ou seja, a
equacdo que descreve o modelo € de obtencdo pouco trabalhosa e conhecida e
amplamente discutida tanto em livros didaticos de equacdes diferenciais (BOYCE;
DIPRIMA, 2011; KREYSZIG, 2009) quanto em livros de circuitos elétricos (SADIKU,
2013).

Dentre as aplicagdes comuns envolvendo este tipo de circuitos estad a
sintonia de aparelhos de som em uma determinada estacdo de radio, onde
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ajustamos o controle de sintonia, que em geral altera o valor da capacitancia C do
circuito até que a amplitude da corrente em regime permanente se torne maxima
(KREYSZIG, 2009). Dorneles et al. (2008) cita aplicacdes em aparelhos telefénicos,
televisores, computadores dentre outros dispositivos diversos. Casos particulares
destes circuitos, como circuitos LC, RL e RC s&o muito utilizados como filtros
analdgicos de sinais (OPPENHEIM et al., 1999).

Além disso, circuitos RLC podem ser utilizados para modelar sistemas
mecanicos osciladores compostos por associacdo de elementos do tipo massa-
mola-amortecedor. Isto permite ampla aplicacdo no estudo de vibragbes mecanicas,
ja que estes sistemas sdo anélogos, ou seja, descritos por equacdes diferenciais
idénticas. Em geral, € mais facil construir um circuito envolvendo associacdes de
resisténcias, indutores e capacitores e estudar suas caracteristicas do que construir
estruturas mecéanicas devido a complexidade estrutural e dificuldade em medir as

grandezas de interesse nestas Ultimas.

3.1 Valores dos Parametros do Circuito RLC Considerado

Para o circuito analisado, consideram-se valores de resisténcia R, indutancia |
e de capacitancia C listados na Tabela 1 nas simulagdes e no experimento virtual
realizado e que estéo descritos na Sec¢éo 4. Estes valores foram escolhidos de modo
gue o sistema seja sub-amortecido, ja que sistemas com essas caracteristicas
apresentam respostas oscilatérias de interesse (maiores detalhes sobre isso

constam na Secgéao 3.5).

Tabela 1. Valores de
parametros utilizados nas

simulacdes.
Parametro | Valor [unidade]
R 11 [Q)]
| 100 [mH]
C 147 [u]
Fonte: Elaborado pelos
autores.

3.2 Modelagem do Circuito RLC em Série
Aplicando a Lei das Malhas (22 Lei de Kirchhoff) no circuito RLC descrito na
Figura 1 obtém-se:

V =V, +V, +V, 1)
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V, =Ri )
V, = Ldi/dt 3)
vc = C]/C 4)

sendo que V é a tenséo (forgca eletromotriz) fornecida ao circuito, V;, V, e V. séo,
respectivamente, as quedas de tensao no resistor, indutor e capacitor; 1 € a corrente,
em [A]; g € a carga, em [C] que podem variar em funcédo do tempo. A notacéo destas
grandezas como funcdes explicitas do tempo, isto é V =V (t), por exemplo, sera
omitida neste momento.

Além disso, R € a resisténcia do resistor, em [Q]; | é a indutancia do indutor,
em [H] e C é a capacitancia do capacitor, em [F], cujo os valores, por sua vez, sdo
propriedades do circuito e consideradas invariantes com o0 tempo na presente
andlise.

Substituindo as equacdes (2), (3) e (4) em (1) obtém-se:

V =Ri+Ldi/dt+q/C (5)
Por definicdo, a relacdo entre carga e a corrente é dada por:

. dg
| = — 6
it (6)
entéo,
dg = idt (7)
q = [idt (8)
Substituindo a eg. (8) na equacéo (4), obtém-se:
1..
%:Epm 9)
e, substituindo a eq. (9) na eq. (5) obtém-se:
oodi 1.
Ri+L—+—=|idt=V 10
*hate) (10)

Do mesmo modo, pode-se substituir a eq. (7) na eg. (5), de modo que se
obtém:

2
99,p9,9_y (11)
dt d C
Ambas as equacgdes (10) e (11) descrevem o comportamento do circuito em

relacdo ao tempo (variavel independente). A diferenca é que a eq. (10) estd na
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forma “integral e diferencial” (KREYSZIG, 2009) e possui a corrente i(t) como
variavel dependente; a eq. (11), por sua vez, descreve o circuito. A eq. (11), por sua
vez, esta na forma diferencial, e apresenta a carga q como variavel dependente.

Derivando a eq. (10) em relacdo ao tempo, obtém-se:

Ld—22i+Rﬂ+£i:d—V (12)
dt dd C dt

As equacglbes (11) e (12) sao equacdes diferenciais ndo-homogéneas e de
segunda ordem, que descrevem individualmente o comportamento do circuito em
relacdo ao tempo. O termo dV/dt é a entrada externa, ou fungdo forgante aplicada
ao sistema.

Para a presente andlise, consideraremos uma fonte de tensdo (gerador)

senoidal com amplitude E,. Assim:

V(t) = E, sen(at) (23)

cuja derivada com relacao ao tempo é:
dv

— = E,wcos(at) (24)
dt
Assim, a EDO do circuito RLC em série sujeito a fonte de tensédo senoidal,
sera:
i E i .
9T _E® osaty - RA L (15)
dt L Ldt LC

A solucao é obtida, portanto, integrando a eq. (15) duas vezes, para isso, €
necessaria a solucdo do problema de valor inicial (PVI) e obter uma solugéo geral,
por exemplo, utilizando o método dos coeficientes a determinar ou integracdo por

aproximacao numeérica.

3.3 O Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

A integracado de EDO’s pode ser feita de diferentes maneiras ja que ha uma
vasta gama de metodos disponiveis para esta finalidade.

Um dos métodos disponiveis é o método de Runge-Kutta de 42 ordem (RK4)
que é, na realidade, uma familia de métodos bastante populares para solucdo de
equacOes diferenciais ordinarias. Que fazem parte de uma familia de técnicas

numericas explicitas de passo simples e apresenta um erro de truncamento
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propagado menor do que outros métodos comuns, como o método de Euler e o
método de Heun (GILAT; SUBRAMANIAM, 2009).

O método de RK4 utiliza a média aritmética ponderada de “inclinagdes” em
pontos consecutivos t, e t_,. O erro local de truncamento é da ordem O(h°) e o erro
global de truncamento é da ordem O(h*), ou seja, de quarta ordem (0 nome do
método se referéncia a ordem do erro global de truncamento).

Este método € usual para integrar equacdes de primeira ordem, de modo
que para realizar a integracdo de uma equacao de segunda ordem, como € 0 caso,
precisamos representar as variaveis do problema em termos de varidveis de
estados, de forma que uma equacéo diferencial autbnoma de segunda ordem pode
ser reduzida a duas equacdes independentes de primeira ordem.

Como a equacao (15) é de segunda ordem, define-se um vetor de estados n
(OGATA; LEONARDI, 2003), definido como:

nz{i %} (16)

E cuja derivada é:

o (di dd)
77={a W} (17)

De modo que se integra n de forma numérica para obter 3, e define-se assim
o valor da corrente i e de sua primeira derivada di/dt.

A integracao consiste em aproximar os valores de n(t) com base nos valores
deste no instante anterior n(t—At), de modo que um algoritmo para realizar esta
integracdo pode ser descrito por: (1) Define-se os valores iniciais n(t=0); (2)
Emprega-se um periodo de amostragem At fixo e determina-se o numero de
amostras At desejado; (3) A partir dos valores iniciais de n(t =0) e dos valores da
funcdo forcante no instante zero, calcula-se o valor der(0); (4) O proximo passo é
calcular as inclinacdes do inicio (k,), dos dois pontos médios (k, e k;) e final (k,) do
intervalo, respectivamente. O calculo da primeira inclinagdo usa o valor de n(t =0),
de modo que k =(tn), o da segunda inclinacdo usa o valor da primeira
k =(t,n+At/2k), o da terceira usa a segunda k, =(t,n+At/2k,) e por fim, o da

quarta usa o da terceira k, =(t,n+Atk;) .Assim, efetua-se o célculo da inclinagéo
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para o intervalo todo, utilizando-se uma média ponderada, de modo que
K =(k, + 2k, + 2k, + k,) / 6; (5) Com base no valor da inclinacdo K e de n(0) calcula-se
n(t,), de modo que n(t,) =n(0)+At(k, + 2k, + 2k, +k,)/6 e (6) Cria-se um lago para
valores de t =At a t = NAt e executa-se 0s passos de 3 a 5 novamente, desta vez
utilizando n(t —At) e os valores dos esforcos em cada instante, ao invés do valor

inicial, para calcular 7(t — At) e as inclinacoes.

3.4 Solucao Analitica da Equacéao do Circuito RLC em Série
A solucédo geral (analitica) i(t) da equacdo (12) € dada pela soma das

solugdes particular i (t) e homogénea i, (t), isto é:
i(t) =i, (1) +i,(t) (18)

A solucéo particular i (t) da eq. (18) depende da caracteristica da tensao

aplicada no sistema. Para uma entrada senoidal, como apresentada na eq. (14),

essa solucéo sera do tipo:

I, =acos(at) +bsen(at) (29)

Kreyszig (2009) descreve a obtencao das constantes a e b, sendo:
E,S

a=-— 20
R? +S2 (20)
e
E,R
= 21
R? +S2 (1)
onde o termo S é chamado de reatancia, sendo:
1
S=wL-— (22)
«oC
entao pode-se reescrever i (t) na forma:
E,S E,R
i =——2 _cos(wt) +—"—sen(wt 23
p RZ + SZ ( ) RZ + Sz ( ) ( )

A componente i, (t) da eq. (18), por sua vez, é obtida pela solugéo
homogénea da eq. (12):
. d?i di 1.
i =L—+R—+=i=0 24
" Tdt? dt C 24)

gque é uma EDO linear, homogénea com coeficientes invariantes. Neste caso,

podemos assumir uma solucéo do tipo:
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i=e” (25)
cuja primeira e segunda derivada, respectivamente, sao:

di

— = e 26

pm (26)
e

d?i

— = 1%" 27

dt? (@7)

Substituindo as equacoes (25), (26) e (27) na eq. (24), tem-se:
2Rt o (28)
L LC

que € a chamada equagéao caracteristica cujas raizes séo os autovalores 4, e 4,, que
fornecem informacdes sobre o sistema em termos de sua resposta oscilatoria.

Para os valores descritos na Tabela 2, os autovalores calculados foram:

4, =55+ 255] (29)

sendo j = -1 a unidade imaginéaria, de modo que as duas raizes 4, sdo complexas,

conjugadas Neste caso diz-se que o sistema € sub-amortecido, devido R* <4L/C.
Assim a solucado para a equacdo homogénea (resposta natural) é dada por (FILHO,
2014):

i, =ce™ +c,e™ (30)

Se as raizes fossem reais distintas (caso onde R’>4L/C sistema
superamortecido) o sistema nao teria resposta oscilatéria, devido ao alto valor da
resisténcia, que extrairia energia do sistema muito rapidamente. Um outro caso,
onde o sistema se comporta na fronteira entre os dois casos acima citados, seria
quando R®> =4L/C, quando se diz que o sistema & criticamente amortecido.

Os valores de ¢, e ¢, dependem dos valores das condi¢des iniciais i(0) e
di/dt (0), dos autovalores e dos valores de a e b. O valor de di/dt(0) é obtido a partir
de um valor inicial de carga q no capacitor. Essas constantes sao obtidas pela

solucéo do sistema linear:

L o110c —a+i(0)
{ H 1} = di (31)
A LG —bw+a(0)

A partir da inversao da matriz:
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{cz}:h ﬂj —bw+%(0) (32)

Finalmente, a resposta analitica calculada para o circuito seré:

. E.S E.R
i(t)=ce™ +ce™ - #Szcos(a)t) t 2 i 57 sen(awt) (33)

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Esta secdo descreve as respostas obtidas para o circuito RLC utilizando a
equacao obtida para a resposta analitica, dada pela equacéo (33) e comparando-a a
resposta por aproximacao numérica da equacéo (15), utilizando o método de Runge-
Kutta de 42 ordem. Os valores de tensédo para cada componente foram obtidos em
um experimento virtual, realizado utilizando a ferramenta gratuita fornecida em
Falstad (2015), e comparados com os obtidos numericamente a partir da solugéao (2)
e (3), e da integracdo numérica da eq. (9) (também utilizando o método RK4).

A Tabela 2 apresenta os valores de condicdes iniciais utilizados, bem como
os parametros da fonte de tenséo utilizada, di/dt(0) é nulo, pois a carga no capacitor

no instante inicial foi assumida como nula (KREYSZIG, 2009, p. 75).

Tabela 2. Valores de condicdes
iniciais e parédmetros da fonte

de tenséo.
Parametro | Valor [unidade]
EO 100 [V]
w 400 [rad/s]
1(0) 0 [A]
dl
m (0) 0 [Ass]
an) 4000 [V/s]
Fonte: Elaborado pelos
autores.

Tabela 3. Resultados obtidos para as
constantes do circuito RLC.

Parametro Valor [unidade]
a -3,54 [A]
b 1,69 [A]
S 22,99 [Q]
C, (1,7696 + 0,9464 ) [A]
C, (L, 7696 - 0,9464 j) [A]

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Esses valores foram utilizados nas Secdes 4.1, 4.2 e, em partes, na Secéo

4.3. A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos para as constantes envolvidas na

solucéo analitica.

4.1 Comparacéo entre os Valores de Corrente em Funcdo do Tempo Através da
Solucgéo Analitica e Integracdo Numérica

A Tabela 4 apresenta os dados de amostragem e simulacdo utilizados na
para obtencdo dos resultados. A solucdo analitica diretamente da equacdo (33)
enquanto que para a integracdo numerica o método de RK4 foi utilizado. Os célculos
foram realizados com o auxilio do GNU Octave, e as figuras (respostas graficas)
foram obtidas diretamente no mesmo software.

A Figura 3 apresenta ambas as solucfes, analitica e por aproximacao
numeérica utilizando RK4. Para um tempo inferior a aproximadamente 50 ms nota-se
uma caracteristica transiente da resposta, ap0s esse periodo o regime permanente é
atingido.

Tabela 4. Valores para
amostragem e simulacéo

utilizados.
Pardmetro | Valor [unidade]
At 0.0001 [s]
N 1 [Amostras]
Lo 0.3 [s]
Fonte: Elaborado pelos
autores.

Figura 3. Resposta do sistema em termos
da corrente no circuito, ao longo do
tempo. A linha tracejada vermelha (- -)
representa a resposta analitica e a linha
preta (-) representa a resposta aproximada
por integracdo numérica.

6

(1) (A1

RAARIAR AR RRARAY

0 0.05 0.1

-4 —u

-6

0.15 0.2 025
Tempo [s]

Fonte: Elaborado pelos autores.

AEMS | Rev. Conexao Eletronica — Trés Lagoas, MS - Volume 15 — NGmero 1 — Ano 2018.
481



EONEXAO |

ELETRONICA

J& a Figura 4 apresenta a norma do erro entre as respostas analitica e
aproximada. Nota-se que o valor obtido para a norma do erro é baixo e refor¢a o fato
de o método de Runge-Kutta de 42 ordem ser apropriado para esse tipo de solucao.
Nota-se que a norma do erro possui ordem baixa. Se o intervalo At entre amostras
for reduzido, a tendéncia é que a norma do erro entre as respostas analitica e
numérica seja reduzida, porém ocorre um aumento no custo computacional

envolvido.

Figura 4. Norma do erro entre a
respostas analitica e aproximada por
RK4.

Norma do efro

0 0.05 01 0.2 025

Teri;glsl
Fonte: Elaborado pelos autores.
4.2 Experimento Virtual e Célculo da Queda de Tensdo nos Componentes do
Circuito RLC em Série
Os autores estiveram no Laboratério de Circuitos Elétricos da AEMS e

realizaram a montagem experimental de um circuito RLC, conforme Figura 5.

Figura 5. llustragcdo de um experimento

P

lor de sinaissmsciloscopio

et ﬂ\_ '.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Alimentou-se o circuito com diversos sinais com um gerador de sinais (sinal
foi visualizado em um osciloscopio) e as quedas de tens6es em cada componente
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de circuito foram medidas individualmente utilizando-se um voltimetro. Assim,

possibilita-se uma visualizacéo pratica de fendmenos interessantes. Porém, devido
as limitacbes de aparelhos disponiveis e na impossibilidade de medir
experimentalmente o sinal gerado experimentalmente e a tensdo em cada
componente e a impossibilidade de armazenar esses valores, ja que os aparatos em
questdo sao voltados para fim didatico apenas, ndo ha dados experimentais para
fins comparativos. Em compensacdo, propde-se um experimento virtual para
visualizacao das respostas do circuito.

A Figura 6 apresenta as quedas de tensdo calculadas no GNU Octave V,,V,

e V.. Novamente, para um periodo inferior a 0,05 s nota-se uma caracteristica

transiente para as tensoes.

Figura 6. Quedas de tensao obtidas para o resistor,
indutor e capacitor (V,V e V,).

fzzjﬂ‘_ﬁ_l&\nn AApAAAIAAAINAR
] IAANAANANRNAN
100 / [ATATRVRVAVAVAVAYA!
VvV

-200

v V]
o

]

—

100
50

—

-100

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Fonte: Elaborado pelos autores.

A Figura 8, por sua vez, apresenta a queda de tensdo em cada componente
em regime permanente. Comparando-se as Figuras 6 e 8, nota-se que os valores
observados no “osciloscopio virtual” sdo bastante préximos daqueles obtidos a partir
da solugdo numérica para o circuito. Ressalta-se que deve-se ter o cuidado de
comparar 0s componentes corretos, conforme descri¢des nas préprias figuras. Nota-
se também que o valor da frequéncia da fonte de tensdo no experimento virtual esta
em Hz.
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Figura 7. Quedas de tensao obtidas no regime transitério para o resistor,
indutor e capacitor (Vg, V| e V) em experimento virtual.

File Edi Draw Scopes Opoions  Circults

Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 8. Quedas de tensdo obtidas no regime permanente para o resistor,
indutor e capacitor (Vg V| e V) em experimento virtual.

File Edit Draw Scopes Opbons Circuits

.........

Fonte: Elaborado pelos autores.

4.3 O Circuito RLC em Série em Condicao de Ressonancia

Conforme discutido anteriormente, um fenémeno de interesse que €
observavel no circuito RLC é a ressonancia. Sabendo que a frequéncia natural (@,),

em [rad/s], do circuito RLC € definida como:

o = i (34)

" JLC

podemos calcular a frequéncia necessaria para a funcdo forcante causar
ressonancia no circuito.
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Para os valores de parametros anteriormente listados na Tabela 2, verifica-

se que esta frequéncia, € igual a:
1

“= |J(0.10)(147 x10°°)

= 260,82 [rad/s] (35)

Entdo, assumindo um novo valor para a frequéncia da fonte de tensao igual
a frequéncia natural, ou seja, de @ = 260,82 [rad/s], obtemos a resposta apresentada
na Figura 9. Nesta Figura utilizou-se um tempo de simulagéo de 1 [s], para melhor
visualizagéao da resposta.

Figura 9. Resposta do sistema em
termos da corrente no circuito RLC em
ressonancia. A linha tracejada vermelha
(- -) representa a resposta analitica e a
linha preta (-) representa a resposta
aproximada por integracdo numérica.

10

1 [A1

6 X

0.4
Tempo [s]

Fonte: Elaborado pelos autores.

Nota-se que, mantendo-se as mesmas caracteristicas para o circuito,
mesmo para uma amplitude E,w de excitagdo menor do que no caso descrito na
Secéo 4.2 (E,w ~ 2608 [V/s]) o circuito respondeu com um valor maior de corrente em
regime permanente (cerca de 2 vezes aquele obtido na Secéo 4.2). Isso ocorre
porque o sistema foi excitado na frequéncia de ressonancia e nesta condi¢do ele
responderd com amplitudes que tenderiam ao infinito se ndo houvesse um
componente dissipativo do circuito (o resistor).

A Figura 10, por sua vez, apresenta as quedas de tensdo medidas em cada
componente para o circuito em ressonancia. Nota-se que, como esperado, com 0
aumento do valor da corrente ao longo do circuito, obteve-se também um grande
aumento dos valores de queda de tensdo em cada componente.
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Figura 10. Quedas de tensao obtidas para o resistor,
indutor e capacitor (Vg, V| e V) para o circuito RLC
com R =11[Q)], em ressonancia.

T T
s ® il |
- l l
= -50 v B
EEEELE R AR AR
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
200 o | I | W | I I | T
. 100 H
= N
-100 ¥ B B
-200 Ul | ) | L | ‘! | L
V] 02 04 0.6 0.8 1
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0 0.2 0.4 T » 0.6 0.8 1
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Se o valor da resisténcia do resistor for reduzido para, por exemplo, 10% do

7

valor original, isto € R=11 [Q] e os demais parametros tiverem seus valores
mantidos, conforme apresentados anteriormente na Tabela 1, espera-se que, devido
a sua menor capacidade de dissipar energia, a resposta deste novo circuito possua
amplitudes ainda maiores, o que é de fato observado nas Figuras 11 e 12, onde as
amplitudes obtidas para as respostas aumentaram drasticamente para a corrente e
qguedas de tensdo no indutor e no capacitor se comparadas as da Secao 4.2.

Figura 11. Resposta do sistema em
termos da corrente para o novo circuito
RLC com R=11 [€)], em ressonancia. A
linha tracejada vermelha (- -) representa a
resposta analitca e a linha preta (-)
representa a resposta aproximada por
integracdo numeérica.
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-500
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Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 12. Quedas de tensdo obtidas para o resistor,
indutor e capacitor (Vi, V| e V) para o novo circuito RLC
com R =11[Q], em ressonancia.
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Se o valor da resisténcia fosse nulo, teriamos um circuito LC, onde as

amplitudes poderiam chegar teoricamente em infinito na condi¢céo de ressonancia.

4.4 Desafios Esperados em Procedimentos Experimentais

Ainda que os dados experimentais ndo tenham sido armazenados, conforme
discutido na Secdo 3.5, € notorio que haveria discrepancias entre os valores
medidos na pratica e os valores obtidos por integracdo numérica ou em
experimentos virtuais. Esta discrepancia ocorre, pois em um circuito virtual ou
mesmo ha solucdo de sua EDO, seja de forma analitica ou através de integracdes
numericas, se despreza a resisténcia interna que ha nos componentes utilizados, ou
seja, no indutor, no capacitor, na fiacdo e até mesmo no osciloscopio utilizado para
visualizagédo das respostas.

Ja quando se mede na pratica, essas resisténcias internas nos componentes
utilizados deveriam ser levadas em consideragdo na modelagem, na forma de uma

resisténcia equivalente.

5 CONCLUSOES

Neste artigo, um circuito RLC foi modelado. Seus componentes (resistor,
indutor e capacitor) foram descritos e as etapas para a obtencdo da EDO que
descreve a resposta deste circuito foram detalhadas.
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A queda de tensdao em cada componente foi obtida utilizando os valores de

corrente obtidos a partir da integracdo numérica, realizada com método de RK4 e
esses resultados foram comparados com os obtidos em um experimento virtual
realizado. Tanto o software utilizado para resolver computacionalmente as equacdes
qguanto a plataforma utilizada para o experimento virtual sédo gratuitos e podem ser
utilizados para fins de aprendizagem. A variacdo da corrente do circuito ao longo do
tempo foi obtida utilizando tanto a resposta analitica quanto o método RK4.

Foi obtida a resposta deste circuito em uma condicdo de interesse prético,
onde a frequéncia de excitacao coincide com a frequéncia natural do sistema para
dois valores diferentes de resisténcia. Nesta condicdo o sistema opera em
ressonancia. Alguns aspectos basicos sobre ressonancia foram discutidos.

Foram discutidos ainda alguns desafios que sdo encontrados ao realizar um
experimento real com um circuito deste tipo, como a existéncia de uma resisténcia
interna em cada componente do circuito, inclusive nos fios.
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